Convergencia de las ecuaciones de Navier-Stokes Globalmente Modificadas con retardo a las ecuaciones de Navier-Stokes by Marín Rubio, Pedro & Márquez Durán, Antonio Miguel
Convergencia de las ecuaciones de Navier-Stokes
Globalmente Modificadas con retardo a las
ecuaciones de Navier-Stokes
Antonio Miguel Ma´rquez-Dura´n
Dpto. de Economı´a, Me´todos Cuantitativos e Historia Econo´mica, Universidad
Pablo de Olavide
ammardur@upo.es
Pedro Mar´ın-Rubio & Jose´ Real




En esta comunicacio´n demostramos que, bajo ciertas hio´tesis, de una sucesio´n de
soluciones del modelo Navier-Stokes Globalmente Modificado con retardo podemos
extraer una subsucesio´n que converge en un sentido adecuado a una solucio´n de´bil
del correspondiente modelo de Navier-Stokes en dimensio´n tres. Tambie´n se analiza el
caso en el que aparecen retardos distintos en los problemas aproximantes.
1. Introduccio´n
Sea Ω ⊂ R3 un conjunto abierto y acotado con frontera regular Γ. Para cada
N ∈ (0,+∞) definimos FN : [0,+∞)→ (0, 1] por






, r ∈ [0,+∞),
y consideramos el siguiente sistema de ecuaciones globalmente modificadas de




− ν∆u+FN (‖u‖) [(u · ∇)u]+∇p =G(t, u(t− ρ(t))), en (0, T )× Ω,
∇ · u = 0, en (0, T )× Ω,
u = 0, en (0, T )× Γ,
u(0, x) = u0(x), x en Ω,
u(t, x) = φ(t, x), en (−h, 0)× Ω,
(1)
donde u y p son las inco´gnitas del problema y representan el campo de veloci-
dades del fluido y la presio´n, respectivamente, y como datos tenemos ν > 0,
la viscosidad cinema´tica, T > 0 un tiempo final, el te´rmino G(t, u(t − ρ(t))),
que representa una fuerza externa dependiente del valor u(t − ρ(t)), donde
0 ≤ ρ(t) ≤ h, con h > 0, es una funcio´n retardo, u0 un valor inicial del campo
de velocidades y φ un campo de velocidades definido en (−h, 0).
Las ecuaciones de Navier-Stokes Globalmente Modificadas, en el caso sin re-
tardo, fueron introducidas y estudiadas en [1] (ve´ase tambie´n [2, 3, 7, 8, 9, 12] y
[6]). Sin embargo, existen situaciones en las cuales el modelo esta´ mejor descrito
si aparecen en las ecuaciones algunos te´rminos conteniendo retardos.
El sistema (1) ha sido estudiado en [4], donde la existencia, unicidad y
comportamiento asinto´tico de la solucio´n u(N) = u(N)(·;u0, φ) fue analizado
(ver tambie´n [10] para el caso de retardo infinito).
Este sistema es una modificacio´n del siguiente sistema de ecuaciones de
Navier-Stokes, con retardo y condicio´n de frontera de tipo Dirichlet homoge´nea:
∂u
∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = G(t, u(t− ρ(t))), en (0, T )× Ω,
∇ · u = 0, en (0, T )× Ω,
u = 0, en (0, T )× Γ,
u(0, x) = u0(x), x en Ω,
u(t, x) = φ(t, x), en (−h, 0)× Ω,
(2)
que ha sido estudiado en [5], entre otros trabajos.
En esta comunicacio´n demostramos, en particular, que bajo determinadas hipo´tesis,
de la familia de soluciones {u(N)(·;u0, φ) : N > 0}, podemos extraer una suce-
sio´n {u(Nj)(·;u0, φ) : j = 1, 2, ...}, con Nj → +∞, que converge en un sentido
adecuado a una solucio´n de´bil de (2). De esta forma extendemos el resultado
obtenido en [1] para el caso sin retardo.
La estructura del trabajo es la siguiente. En la seccio´n 2 introducimos al-
gunos preliminares en el marco abstracto para tratar el problema y las hipo´tesis
ba´sicas bajo las cuales se tiene bien planteado el problema aproximante, de modo
que estimaciones adicionales pueden ser obtenidas. En la seccio´n 3 establece-
mos nuestro resultado principal de convergencia de una sucesio´n de soluciones
del problema aproximante a una solucio´n de´bil del problema sin modificacio´n
(2). Finalmente, se analiza el caso en el que aparecen retardos diferentes en los
problemas aproximantes.
2. Preliminares
Para formular nuestro problema en un marco abstracto, consideramos los
siguientes espacios funcionales (ver, por ejemplo, [13]):
V =
{
u ∈ (C∞0 (Ω))3 : div u = 0
}
,
H = la clausura de V en (L2(Ω))3 con el producto (·, ·) y norma asociada |·| ,







V = la clausura de V en (H10 (Ω))3 con el producto escalar ((·, ·)) y norma











Usaremos ‖·‖∗ para la norma en V ′ y 〈·, ·〉 para la dualidad entre V y V ′.
Finalmente, identificaremos cada u ∈ H con el elemento fu ∈ V ′ dado por
〈fu, v〉 = (u, v) for all v ∈ V .
Se tiene que V ⊂ H ⊂ V ′, donde las inyecciones son densas y compactas.
Ahora definimos









para cualesquiera funciones medibles u, v, w definidas en Ω con valores en R3
y cumpliendo que las integrales en el segundo miembro de la igualdad anterior
son finitas. En particular, b es una forma trilineal continua en V × V × V.
Denotamos
bN (u, v, w) = FN (‖v‖)b(u, v, w), ∀u, v, w ∈ V.
La forma bN es lineal en u y w, pero no lo es v. Evidentemente, tenemos
bN (u, v, v) = 0, para cualesquiera u, v ∈ V. Adema´s, de las propiedades de b
(ve´ase [13]), y la definicio´n de FN , se obtiene fa´cilmente la existencia de una
constante C1 > 0, so´lo dependiente de Ω, tal que
|bN (u, v, w)| ≤ NC1 ‖u‖‖w‖, ∀u, v, w ∈ V.
As´ı, si denotamos
〈BN (u, v), w〉 = bN (u, v, w), ∀u, v, w ∈ V,
tenemos
‖BN (u, v)‖∗ ≤ NC1 ‖u‖, ∀u, v ∈ V. (3)
Tambie´n consideramos A : V → V ′ definido por 〈Au, v〉 = ((u, v)). Deno-
tando D(A) = (H2(Ω))3 ∩V, entonces Au = −P∆u, ∀u ∈ D(A), es el operador
de Stokes (P es el operador de proyeccio´n de (L2(Ω))3 en H).
Adema´s, suponemos dada una aplicacio´n G : (0, T )×H → H tal que
c1) G(·, u) : (0, T )→ H es medible, ∀u ∈ H,
c2) existe una funcio´n no negativa g ∈ Lp(0, T ) para algu´n 1 ≤ p ≤ +∞,
y una funcio´n no decreciente L : (0,+∞) → (0,+∞), tal que para todo
R > 0, si |u| , |v| ≤ R, entonces
|G(t, u)−G(t, v)| ≤ L(R)g1/2(t) |u− v| ,
p.c.t. t ∈ (0, T ), y
c3) existe una funcio´n no negativa f ∈ L1(0, T ), tal que para cualquier u ∈ H,
|G(t, u)|2 ≤ g(t) |u|2 + f(t), p.c.t. t ∈ (0, T ).
Finalmente, suponemos φ ∈ L2p′(−h, 0;H) y u0 ∈ H, donde 1/p+1/p′ = 1.
En esta situacio´n, consideramos una funcio´n retardo ρ ∈ C1([0, T ]) tal que
0 ≤ ρ(t) ≤ h para todo t ∈ [0, T ], y existe una constante ρ∗ verificando
ρ′(t) ≤ ρ∗ < 1, ∀ t ∈ [0, T ].
Definicio´n 2.1. Sean u0 ∈ H y φ ∈ L2p′(−h, 0;H) dados. Una solucion´ de´bil
de ( 1) es una funcio´n u ∈ L2p′(−h, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) tal que






bN (u(s), u(s), w) ds
= (u0, w) +
∫ t
0
(G(s, u(s− ρ(s))), w) ds,
para todo t ∈ [0, T ] y todo w ∈ V , y coincide con φ(t) c.p.d. en (−h, 0).
Observacio´n 2.1. La definicio´n de solucio´n de´bil de (2) es ana´loga a la Defini-
cio´n 2.1, pero con b en lugar de bN .
Observacio´n 2.2. Si u es una solucio´n de´bil de (1) y definimos g˜(t) = g(θ−1(t)),
donde θ : [0, T ] → [−ρ(0), T − ρ(T )] es funcio´n derivable y estrictamente cre-
ciente dada por θ(s) = s− ρ(s), entonces, por c3), obtenemos∫ T
0





y por tanto, teniendo en cuenta el hecho de que g˜ ∈ Lp(−ρ(0), T − ρ(T )) y
u ∈ L2p′(−h, T ;H) ∩ L∞(0, T ;H), tenemos que G(·, u(· − ρ(·))) pertenece a
L2(0, T ;H).
Entonces, como u ∈ L2(0, T ;V ) y satisface la ecuacio´n
u′(t) + νAu(t) +BN (u(t), u(t)) = G(t, u(t− ρ(t))),
en D′(0, T ;V ′), como una consecuencia de (3), u′ ∈ L2(0, T ;V ′), y por tanto




‖u(r)‖2 dr = |u(s)|2 + 2
∫ t
s
(G(r, u(r − ρ(r))), u(r)) dr,
para cualesquiera 0 ≤ s, t ≤ T.
En [4] se demuestra el siguiente teorema de existencia y unicidad de solu-
ciones de (1).
Teorema 2.1. Supongamos que se verifican las hipo´tesis c1)-c3), y que u0 ∈ H
y φ ∈ L2p′(−h, 0;H) esta´n dados. Entonces, existe una u´nica solucio´n de´bil
u = u(·;u0, φ) de (1) que es, de hecho, una solucio´n fuerte, en el sentido de que
u ∈ C([ε, T ];V ) ∩ L2(ε, T ;D(A)),
para todo 0 < ε < T.
Adema´s, si u0 ∈ V , entonces
u ∈ C([0, T ];V ) ∩ L2(0, T ;D(A)).
3. Convergencia hacia las soluciones de´biles de
las ecuaciones de Navier-Stokes
El principal resultado de esta comunicacio´n es el siguiente. Para la prueba
consu´ltese [11].
Teorema 3.1. Supongamos que se verifican las hipo´tesis c1)-c3), y consider-
amos la sucesio´n {u(Nk) = u(Nk)(·;u(Nk)0 , φ(Nk)) : k = 1, 2, ...}, donde Nk →
+∞ cuando k → +∞, sucesio´n de soluciones de´biles de (1) con N = Nk, y
con dato inicial verificando u(Nk)0 ⇀ u0 de´bilmente en H, φ
(Nk) → φ fuerte en
L
2p




Entonces, existe una subsucesio´n {u(Nj) : j = 1, 2, ...} ⊂ {u(Nk) : k =
1, 2, ...}, con Nj → +∞, que converge de´bil-estrella en L∞(0, T ;H), de´bilmente
en L2(0, T ;V ), de´bil-estrella en L2p
′
(−h, T ;H), fuerte en L 2p2p−1 (−h, T ;H), y
fuerte en L2(0, T ;H), a una solucio´n de´bil de (2).
Con una adecuada modificacio´n de la demostracio´n del Teorema 3.1, es posi-
ble probar el siguiente resultado.
Teorema 3.2. Supongamos que G(·, ·) : (−h, T + h) × H → H es continua,
y se tienen las condiciones c2) y c3) con p = 1. Sea {ρ(Nk) : k = 1, 2, ...} ⊂
C1([−h, T +h]), donde Nk → +∞ cuando k → +∞, una sucesio´n de funciones
tales que 0 ≤ ρ(Nk)(t) ≤ h para todo t ∈ [−h, T + h] y para cualquier k ≥ 1,
existen constantes ρ∗ < 1 y ρ∗ ≥ 0 verifica´ndose
−ρ∗ ≤ (ρ(Nk))′(t) ≤ ρ∗ para todo t ∈ [−h, T + h] y cualquier k ≥ 1,
y
ρ(Nk) → ρ¯(t) uniformemente en C1([−h, T + h]) cuando k → +∞.
Para cada k ≥ 1, denotamos por u(Nk), la correspondiente solucio´n de´bil de
(1) con N = Nk, ρ = ρ(Nk), y con dato inicial (u
(Nk)
0 , φ
(Nk)) tal que u(Nk)0 ⇀ u0
de´bilmente en H, φ(Nk) → φ fuerte en L2(−h, 0;H) as k → +∞, y la sucesio´n
{φ(Nk) : k = 1, 2, ...} es acotada en L∞(−h, 0;H).
Entonces, existe una subsucesio´n {u(Nj) : j = 1, 2, ...} ⊂ {u(Nk) : k =
1, 2, ...}, con Nj → +∞, que converge de´bil-estrella en L∞(−h, T ;H), de´bil-
mente en L2(0, T ;V ), y fuerte en L2(−h, T ;H), a una solucio´n de´bil de (2) con
ρ = ρ¯.
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